
TD 33 : Déterminants
Formes bilinéaires

1 ⋆⋆ Soit f : Mn(K)×Mn(K)→ K définie par
f (A,B) = Tr(A)Tr(B)−Tr(AB).

1) Montrer que f est une forme bilinéaire.

2) Est-ce que f est alternée ?

2 ⋆⋆ Soit E un K-e.v. et B une forme bilinéaire
définie sur E . Montrer que B se décompose de manière
unique en la somme d’une forme bilinéaire S symé-
trique et d’une forme bilinéaire A antisymétrique.

Calcul de déterminants

3 ⋆ Calculer les déterminants suivants :∣∣∣∣∣∣
0 1 3
1 3 9
3 9 28

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

3 −1 2
1 1 −3
2 2 −1

∣∣∣∣∣∣
4 ⋆⋆ Calculer les déterminants suivants (avec

a ∈ C) :

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 0
0 1 3 0
0 0 1 4
5 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 i −1 −i
i 1 i 1
1 −1 1 −1
1 i i 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 2 0 0
1 a 1 0
0 1 a 1
0 0 2 a

∣∣∣∣∣∣∣∣ 4)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 a a a
1 a a2 a2

1 a a2 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 ⋆⋆ Soit a,b,c ∈ R. Calculer les déterminants

suivants sous forme factorisée, pour en déduire pour
quelles valeurs des paramètres est-ce qu’ils sont nuls :

1)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 a b
1 a2 b2

∣∣∣∣∣∣
2)

∣∣∣∣∣∣
1 a b
a 1 b
a b 1

∣∣∣∣∣∣

3)

∣∣∣∣∣∣
1+a a a

b 1+b b
c c 1+ c

∣∣∣∣∣∣
4)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1

cosa cosb cosc
sina sinb sinc

∣∣∣∣∣∣

6 ⋆⋆ (Déterminants de taille n) Calculer les déter-
minants de taille n suivants :

dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1
1 1 1

1
. . . 1

1 1 1
1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 0
2 3 1

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

2 3 1
0 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b · · · b b
b a b b

b b
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . . b

b b a b
b b · · · b b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
avec a,b ∈ R

δn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b 0
a 1

. . .

. . .
. . .

. . .

. . . 1 b
0 a 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
avec a,b ∈ R

7 ⋆⋆⋆ Soit n ∈ N∗ et a1, · · · ,an ∈ R. Calculer le
déterminant de Vandermonde :

V (x1,x2, · · · ,xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn

x2
1 x2

2 · · · x2
n

...
...

...

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Applications des déterminants

8 ⋆ En calculant un déterminant, vérifier si les
vecteurs suivants forment une base de l’e.v. E donné :

1) u1 = (1+ i,1, i), u2 = (i,−1,1− i), u3 = (2− i,0,−i)
avec E = C3.

2) P1 = 4X2 +3X − 1, P2 = 2X2 −2X + 3, P3 = 3X2 +
2X −4, avec E = R2

[
X
]

.

3) P1 = X2, P2 = X(X − 1), P3 = (X − 1)2, avec E =
R2

[
X
]

.

4) u1 = (λ + 3,3λ + 1), u2 = (2λ + 3,5λ + 4), avec
λ ∈ R et E = R2.

9 ⋆⋆ Soit ϕ : R3
[
X
]
→ R3

[
X
]

l’application li-
néaire définie par

ϕ(P) = P−αXP′

1) Déterminer la matrice de ϕ dans la base canonique
de Rn

[
X
]

.

2) Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de α l’applica-
tion ϕ est bijective.

10 ⋆⋆ Soit A =

(
a b
c d

)
∈ M2(K) et soit f un

endomorphisme de M2(K) défini par f (M) = AM.

1) Calculer MatBc( f ), avec Bc la base canonique de
M2(K).

2) Montrer que det( f ) = (detA)2.

3) En déduire une CNS pour que f soit bijective.

11 ⋆⋆ (Identité de Lagrange) Soit a,b,c,d ∈ C. On
souhaite montrer l’identité suivante :

(a2 +b2)(c2 +d2) = (ac−bd)2 +(ad +bc)2

Démontrer cette identité en calculant∣∣∣∣ a −b
b a

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ c −d
d c

∣∣∣∣ de deux façons.

12 ⋆⋆ En utilisant les formules de Cramer, trouver

les fonctions f et g de RR vérifiant, pour tout x ∈ R :{
f (x)cosx+g(x)sinx = 0
− f (x)sinx+g(x)cosx = cos3 x

Comatrice

13 ⋆⋆ Soit n∈N avec n≥ 2 et A∈Mn(K). Montrer

que det(ComA) = (detA)n−1.

14 ⋆⋆

1) Montrer que Com(In) = In.

2) Montrer que pour toutes matrices inversibles A et
B de Mn(K), on a Com(AB) = Com(A)Com(B).
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